FORMES MODULAIRES p-ADIQUES 

par 
Antoine Chambert-Loir 



Resume. — Ce texte correspond a un expose fait lors de la semaine 
<■< Formes modulaires et representations galoisiennes » (Luminy, 1997). On ex- 
pose la theorie des formes modulaires p-adiques, developpee par Serre, Katz, 
Hida, Wiles, Coleman. . . 

Abstract. — This is the text of a talk to the study week on Modular 
forms and Galois representations held in Luminy, 1997. We give a survey of 
p-adic modular forms, as developped by Serre, Katz, Hida, Wiles, Coleman 
and others. . . 
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Introduction 

La motivation initiale de la theorie des formes modulaires p-adiques etait 
de construire la fonction zeta p-adique d'un corps totalement reel quelconque. 
Rappelons simplement le cas de Q. Considerons la fonction zeta de Riemann 
definie pour Re(s) > 1 par ((.s) = X^j^i '^ * ! ^^^ admet un prolongement 
meromorphe a C, avec un unique pole (simple) en s = 1. Si n est un entier ^ 1, 
on a la formule (^(1 — n) = —Bn/n, le nombre de Bernoulli S„ etant defini par 
le developpement 



^ — ' n.i 



n=0 

(lis sont nuls pour n impair ^ 3.) En particulier, les valeurs de la fonction 
zeta aux entiers negatifs sont des nombres rationnels. Kubota et Leopoldt ont 
decouvert que ces valeurs sont p-adiquement « continues » et ont construit des 
fonctions analytiques (p^a : Zp — )■ Zp (resp. Zp \ {1} — )■ Zp si o; = 0, avec un 
pole simple en s = 1), indexees par a G 2Z/(j; — 1)Z, telles que pour tout 
entier pair n ^ 2, 

Cp,a(l-™) = (l-p""')C(l-ri), n = a (mod(j;-l)). 
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Pour k pair, la serie d'Eisenstein 

n=l n=l 

est une forme modulaire (non parabolique) de poids k pour le groupe SL(2, Z). 
(On note classiquement ak-i{n) = Xldln*^^^^-) Alors, si a'^_'^{n) est la somme 
des d pour les diviseurs d de n qui sont premiers a p, 

^ oo 

Gliq) =Gk{q)-p'-'Gk{qn = "^(1 -/-')C(1 " k) + Y,al_,{n)q^ 

est une forme modulaire de poids k de niveau p. Si {kj) est une suite d'entiers 
pairs tendant vers +oo dans R et vers k dans Zp, il est aise de voir que 
o-n{Gki) converge vers a„(Gp pour tout n ^ 1 et ce, uniformement. La theorie 
des formes modulaires p-adiques developpee par J-P. Serre lui a permis d'en 
deduire (dans le cas beaucoup plus general d'un corps de nombres totalement 
reel) la continuite p-adique du terme constant, et done I'interpolation p-adique 
des valeurs aux entiers negatifs de la fonction zeta de Riemann. 

Une premiere fagon de definir les formes modulaires p-adiques est ainsi de 
considerer des series / G Zj3[[g]] qui sont p-adiquement limite uniforme de 
developpements de Fourier attaches a des formes modulaires usuelles. Ce point 
de vue sera I'objet du § 1. 

On desire, en introduisant les formes modulaires p-adiques, expliquer les 
proprietes purement p-adiques des formes modulaires, et en particulier les 
congruences p-adiques auxquelles elles donnent lieu. Si la theorie des formes 
modulaires a un sens sur tout anneau, la consideration des formes modulaires 
sur Zp ne pent pas fournir une reponse adequate a notre question, puisque 
celles-ci ne seront autres que les formes modulaires sur Z tensorisees par Zp. 

On veut par exemple qu'une congruence du type Ep^i = 1 (mod p) se reflete 
en une egalite £'p-i = 1 +j;/, ou / serait une forme modulaire (p-adique). Or 
une telle egalite est impossible avec une forme modulaire usuelle / : en evaluant 
I'egalite precedente en une courbe elliptique supersinguliere sur Fp, on obtient 
= 1, la serie d'Eisenstein £'p_i etant congrue a I'invariant de Hasse modulo p. 
Element air ement, on pourrait se contenter de la serie 

/ = {E,-i - l)lp = -^^^ E <yp-2{n)q^ 
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(rappelons que pBp^i est une unite p-adique). II est en tout cas necessaire 
«d'eviter » les courbes elliptiques supersingulieres, et c'est ce que fait explicite- 
ment N. Katz en developpant une theorie «modulaire» des formes modulaires 
p-adiques, cf. le §2. 

Nous exposerons ensuite au § 3 I'algebre de Hecke p-adique, construite par 
H. Hida. Si A = Zp[[l + pZp]] ~ Zp[[T]], c'est une A-algebre. Nous definirons 
les formes modulaires ordinaires, ainsi que le facteur direct de I'algebre de 
Hecke p-adique qui leur est attache et concluerons ce paragraphe en enon§int 
les theoremes de Hida sur la structure de cette algebre de Hecke ordinaire. 

Le paragraphe § 4 est consacre aux formes modulaires A-adiques. Convenons 
ici qu'une forme modulaire A-adique est une serie 

oo 

F = ^a,(T)g", q^ € A = Zp[[T]] 

telle que ses specialisations 

oo 

sont pour (presque) tout A; ^ 2 le g-developpement d'une forme modulaire 
(usuelle) fk de poids k. 

Nous expliquerons alors comment A. Wiles, redemontrant un theoreme de 
Hidaf ^^ , attache a une forme modulaire A-adique une representation galoisienne 

p:Gal(Q/Q) ^GL(2,A) 

qui par la specialisation T — )■ (1 +p)^ — 1 redonne la representation galoisienne 
attachee par Deligne a la forme modulaire ff^. 

Nous terminerons cet expose en decrivant au § 5 les formes modulaires p- 
adiques sur conver gent es introduites par Katz, et revues du point de vue rigide- 
analytique par R. Coleman. 

Je remercie Jacques Tilouine pour ses conseils lors de la preparation de cet 
expose. 

Notations et conventions 

Dans tout I'expose, on fixe un nombre premier p ^ 5. Soit Cp la completion 
d'une cloture algebrique de Qp. On fixe deux plongements Q ^-)- C et Q ^-> Cp. 
La norme p-adique d'un element de Cp est normalisee par \p\p = 1/p. 



'^'en le generalisant, car le resultat de Wiles est aussi valable pour les formes modulaires 
ordinaires d'un corps totalement reel quelconque. 
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On appelle anneau p-adique tout anneau A tel que A = l^mA/p'^A. 

n 
Si N est un entier ^ 1, on definit trois sous-groupes ro(A'') D ri(A'') C r(A'') 

de SL(2, Z) dont les elements sont les matrices (" ^) telles que c est multiple 

de N (resp. de plus, d = 1 (mod N), resp. de plus, 6 = (mod N)). 

1. Developpements de Fourier 

Dans ce paragraphe, les formes modulaires p-adiques que I'on introduit 
sont des limites p-adiques de developpements de Fourier de formes modulaires 
usuelles. C'est ainsi que Serre [25] les a definies originellement, lorsque le ni- 
veau est 1. Neanmoins, I'extension de la theorie a un niveau quelconque, due 
a Katz, necessite I'approche plus sophistiquee du paragraphe suivant. 

1.1. Definition 

Soit A un anneau sans p-torsion et p-adiquement complet. 

1.1.1. Caracteres et poids. — Soit w : Z^ — )■ Hp-i C Z^ la composition de la 
reduction modulo p et du relevement de Teichmiiller. On a un isomorphisme 
Zp ~ Hp-i X (1 +pZp) donne par x i-)- {uj{x),x/uj{x)). Ainsi, le groupe X des 
caracteres continus de Z^ a valeurs dans Z^ est-il naturellement isomorphe a 
{Z/{p — 1)Z) X Zp. On associe en effet a {i,k) le caractere 

Xi,k ■■ 2^ ^ Z^ , x^ujixy(x/co(x))K 

Lorsque N = 1 et A = Qp, Serre a donne dans [25, 1.4, b)] la definition 
suivante d'une forme modulaire p-adique. 

Definition 1.1.2. — Soient x G X et A'^ ^ 1 un entier premier a p. On dit 
qu'une serie / G A\\q^ est une forme modulaire p-adique de poids x pour le 
sous-groupe Vi{N) s'il existe pour tout entier n ^ 1 une serie /„ G ^[[<?]]) 
g-developpement d'une forme modulaire de poids kn pour ri(A''), telle que 

i) f = fn (mod p") ; 

ii) pour tout a; G Z^ , x(a;) = x^'^ (mod p^). 

Toute forme modulaire usuelle de poids A; G N pour ri(A'^) est evidemment 
une forme modulaire p-adique de poids le caractere x ^ x . On dira aussi 
qu'une forme modulaire p-adique est parabolique si son terme constant est nul. 

En utilisant la theorie des formes modulaires modulo p de Swinnerton-Dyer 
(voir [26], ainsi que [24] et [25], 1.2), Serre prouve, dans le cas N = 1, que pour 
tout suite (fn) de formes modulaires de poids kn telle que fn = f (mod p"). 



6 ANTOINE CHAMBERT-LOIR 

la suite des caracteres x i-)- a;*^" converge vers x dans X ([25], theoreme 2, 
p. 202). 

II en deduit le resultat suivant {loc. cit., corollaire 2, p. 204) : 

Proposition 1.1.3. — Sott {fi = J2 '^nifi)Q"') une suite de formes modu- 
laires p-adiques dans Qp, de niveau 1 et de poids xj G X . Supposons : 

i) les coefficients an{fi) G Qp pour n ^ 1 convergent uniformement vers 
o-n G Qp lorsque « — )■ oo ; 

ii) les poids Xi convergent vers un caractere % G X distinct du caractere 
unite 1. 

Alors, le coefficient ao(fi) a une limite uq E Qp lorsque i — )■ oo et la serie 

oo 

est une forme modtdaire p-adique de poids x- 

II en deduit aussi I'existence des « series d'Eisenstein p-adiques », autrement 
dit I'existence d'une fonction continue, interpolation p-adique des valeurs de la 
fonction zeta de Riemann aux entiers negatifs. 

Exemple 1.1.4- — Soit x G X un caractere pair, i.e. tel que x( — 1) = 1. Pour 
toute suite ki d'entiers pairs qui converge vers x dans X, et vers +00 dans N, 

les series 

00 

n=l 

(qui sont les series d'Eisenstein Gi^ privees de leur terme constant) convergent 
vers la serie 



^x° = E( E Xid)/d]q-. 

n=l ^ d\n ' 



{d,p)=l 

II resulte alors de la proposition 1.1.3 que les series d'Eisenstein 



convergent vers une serie 

Gx = ^C(l-x) + f;( E X{d)/d)q^ 

n=l ^ d\n ' 



d\n 
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que I'on appelle serie d'Eisenstein p-adique. C'est une forme modulaire p- 
adique de poids x- Dans cette formule, 1 — x designe le caractere x i-)- x/x{x) 
de Zp , et ((1 — x) n'est autre que la valeur de la fonction zeta de Kubota- 
Leopoldt (la fonction zeta p-adique de Q) en ce caractere. 

1.1.5. Definition alternative. — Soit K une extension finie de Qp contenue 
dans Cp et D son anneau d'entiers. Definissons sur I'espace vectoriel .J^ki^'-, K) 
des formes modulaires de poids k pour ri(A'^) a coefficients dans A une norme 
p-adique en posant : 

oo 



sup|an(/)|j5, f = y^an{f)q 



n=0 



On definit alors 



la somme etant directe, en vertu du principe de g-developpement. On definit 
aussi 

^{N;0) = ^{N-K)nD[[q]] = {/ G ^{N-K) \ \\f\\^ ^ l}. 

Alors, I'espace des formes modulaires p-adiques a coefficients dans ^ = D ou 
A = K n'est autre que le complete de ^{N; A) pour la norme introduite. 

1.1.6. Nous noterons ^{N; A) I'espace des formes modulaires p-adiques pour 
ri(A'') a coefficients dans A, et J^{N; A) le sous-espaces des formes modulaires 
p-adiques paraboliques. Si x G X, .J^^lN-.A) et y^{N;A) designerons les 
sous-modules des formes modulaires p-adiques de poids x- On notera an(/) les 
coefficients d'une forme modulaire (cventuellement p-adique) /. 

1.2. Operateurs de Hecke 

Pour simplifier, et parce que la theorie du § 2 est plus generale que celle que 
nous exposons ici, nous nous limitons desormais au cas N = 1. 

1.2.1. Operateurs T{1). — Soit / = Yln'=o ^n(f)l^ ^^^ forme modulaire p- 
adique ; notons x G X son poids. Soit (/j) une suite de formes modulaires 
classiques de poids ki qui converge vers /, les ki convergeant vers x dans X. 
Quitte a multiplier fi par une puissance assez grande de la serie d'Eisenstein 
£'p_i, on pent supposer que ki tend vers -|-oo dans R. 
Soit i un nombre premier. Alors, la suite 



oo 
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converge vers une forme modulaire p-adique quand « — )■ oo, dont le developpe- 
ment de Fourier est 



EK(/)+^w^"'v^(/))9" 



n=0 



si I ^ p, et est 



oo 
n=0 



si i = p. C'est par definition f\T{i). II est clair que T{i) est un endomor- 
phisme de ^{1;A). Quand i ^ p, c'est le prolongement par continuite de 
Tendomorphisme T{i). 

1.2.2. L'operateur U. — C'est I'operateur T{p) ; il s'identifie en effet au pro- 
longement par continuite de l'operateur Up d'Atkin. 

1.2.3. L'operateur V. — II est defini par la formule 



oo 



Si / est une forme modulaire classique, f\V est une forme modulaire de niveau 
Np, si bien qu'il n'est pas automatique que V preserve I'espace des formes 
modulaires p-adiques de niveau N. Cependant, soit (/j) une suite de formes 
modulaires classiques de poids ki, avec ki — )■ +00 dans R, et A;^ — )■ x dans X, 
qui converge vers /. Alors, 

Mv = p'-'''{MT{p)-Mu) 

est une forme modulaire p-adique de niveau 1 et poids hi. Comme fi\V converge 
vers /, / est elle-meme une forme modulaire p-adique de poids x 6t niveau 1. 

1.2.4. Exemple. — Si x G X est un caractere pair, on a pour i premier a p, 

G*jT{i) = {l + x{i)/l)G*^ et G*|T(p) = G*. 

2. Point de vue modulaire 

L 'interpretation des formes modulaires classiques comme sections d'un cer- 
tain faisceau inversible sur I'espace des modules des courbes elliptiques munies 
de structures de niveau adequates s'est revelee extremement feconde dans la 
theorie des formes modulaires. Ce paragraphe est consacre a la description de 
la theorie geometrique des formes modulaires p-adiques, elaboree par Katz. 
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2.1. Trivialisations 

Notons N = Nojf, ou {p, Nq) = 1. 

Definition 2.1.1. — Soit E une courbe elliptique sur un anneau A. Une struc- 
ture arithmetique pour Ti{N) sur E, appelee aussi ri(A'')^"*'^-structure, est 
une inclusion 

i: UN ^ E[N] 
de schemas en groupes finis et plats sur A. 

Si r > 0, c'est-a-dire si p\N , il importe de remarquer que I'existence d'une 
telle structure implique que les fibres geometriques de El A sont ordinaires. Si 
N est inversible sur A, il s'agit d'une structure de niveau pour ri(A'') usuelle, 
telle que definie par exemple dans [17]. 

2.1.2. Soit N' un autre entier, multiple de N . Nous dirons que deux structures 
arithmetiques i : hn ^ E[N] pour Vi{N) et i' : hn' ^ E[N'] pour Ti{N') 
sur une courbe elliptique E/A sont compatibles si i'l^pf = i. 

Definition 2.1.3. — Soit E une courbe elliptique sur un anneau A. Une tri- 
vialisation de E est un isomorphisme de groupes formels 

^■.e^gZ. 

Une condition necesaire pour I'existence d'une trivialisation de E est que 
les fibres geometriques de E/A soient ordinaires. Reciproquement, une telle 
courbe elliptique E/A possede des trivialisations apres un changement de base 
fidelement plat. 

2.1.4. Nous dirons qu'une ri(iV)'*"*'^-structure i sur E/A est compatible avec 
une trivialisation if si I'application induite 

IJ,pr ^^ E — > Gm 

est I'inclusion naturelle. 

2.1.5. La donnee d'une trivialisation if est equivalente a la donnee, pour tout 
entier u ^ 0, d'une ri(p'^)'*"*'^-structure, deux a deux compatibles, donnee 
qu'on pourrait nommer ri(|j°°)^"*'^-structure. 

2.2. Definition 

Soit A un anneau p-adique. 

Definition 2.2.1. — Une fonction modulaire p-adique sur A est la donnee pour 
tout quadruplet {A\E/A\(p,i), ou A' est une j4-algebre p-adique, E/A' une 



10 ANTOINE CHAMBERT-LOIR 

courbe elliptique, (p une trivialisation de E/A' et i une structure arithmetique 
de niveau N compatible a y?, d'un element de A, compatibles a tout changement 
de base et ne dependant que de la classe d'isomorphisme de (E/A', (p,i). 
On note V(A^;^) la ^d-algcbre des fonctions modulaires p-adiques sur A. 

2.2.2. Construction geometrique. — Le foncteur des algebres p-adiques vers 
la categoric des ensembles qui associe a tout anneau p-adique A I'ensemble 
des classes d'isomorphismes de triplets {E/A, (p, i) est representable par un 
anneau p-adique qui n'est autre que Y{N,Zp). La restriction de ce foncteur 
aux j4-algebres p-adiques est alors represente par 'V{N; Zp) (g) A. 

Par definition, V(A''; Z^) = \^n'V{N;Z/p^Z), si bien qu'il sufRt de decrire 

n 

ce dernier anneau. Si z^ ^ 0, I'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets 
{A,E,i), ou A est une Z/p"Z-algebre, E une courbe elliptique sur ^ et « 
une structure de niveau usuelle pour ri{Np'^) est representable par la courbe 
modulaire afiine Y^ {Np'^) / {Z /p'^Z) . Soit Vn,m I'anneau des fonctions de I'ou- 
vert afiine correspondant aux courbes elliptiques ordinaires, obtenu en enlevant 
I'ensemble fini des points supersinguliers. Alors, on a 



V(iV;Zp)=ljmliijiV„;„. 
n n 

2.2.3. On voit que cette construction ne depend pas de la puissance exacte de 
p qui divise N, autrement dit que V(A''; Zp) = Y{Nq; Zp). C'est aussi clair sur 
la definition 2.2.1. 

2.2.4. Courbe de Tate. — On connait la courbe de Tate sur Zp{{q)). Comme 
Zp((q)) n'etant pas p-adiquement complet, il convient de le completer. On 
obtient I'anneau des series de Laurent XI^gz '^nQ^ telles que les sous-series 
"YlnXi ^riQ^ ef Sn<o'^n^" Convergent respectivement pour \q\p < 1 et \q\p ^ 1. 

L 'interpretation de Tate(g) comme quotient de Gm par le sous-groupe engen- 
dre par q fournit pour tout entier N ^ 1 une structure arithmetique pour ri(A'') 
sur Tate(g), et elles sont compatibles. En particulier, on dispose d'un quadru- 
plet canonique (Zp((q)),Tate(q),ipc3.mican) comme dans la definition 2.2.1 sur 
lequel on peut evaluer toute fonction modulaire p-adique. 

Autrement, dit, on a defini pour tout fonction modulaire p-adique sur Zp son 
developpement de Fourier (ou g-developpement), qui est un element de Zp{{q)). 
La definition s'etend a une fonction modulaire p-adique sur un anneau p-adique 
A. 
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Definition 2.2.5. — On dira qu'une fonction modulaire p-adique sur A est 
/lolomorphe (resp. parabolique) si son developpement de Fourier appartient a 
A[[q]] (resp. hqA[[q]]). 

Nous noterons 'W{N]A) (resp. Wcusp) les ideaux de V(A'';^) formes des 
fonctions modulaires p-adiques holomorphes (resp. paraboliques). 

Remarque 2.2.6. — (a) Comme on pent trouver des formes differentielles 
sur les courbes modulaires sur TiJp^Ti qui ne s'annulent pas hors des 
points singuliers, la construction fait en fait intervenir tons les poids. 

(b) On pourrait aussi construire les fonctions modulaires holomorphes ou les 
paraboliques dans le style de 2.2.2. Pour plus de details, voir [6], 1.3.1, 
ainsi que les articles de Katz. 

(c) Enfin, une mise en garde s'impose : Hida [9] et Gouvea [6] ont des nota- 
tions inversees I'un par rapport a I'autre. Nous avons suivi les notations 
de Hida ; Gouvea note W ce que nous avons note V, et V ce que nous 
avons note W. 

Le principe de g- developpement reste valable pour les fonctions modulaires 
p-adiques : 

Theoreme 2.2.7 (Principe de g-developpement ([13], 1.4)) 
Soit A un anneau p-adique, I'application 

Y{N;A)^Am) 

qui associe d une fonction modulaire p-adique sa q- developpement est injective, 
de conoyau plat sur A. 

En outre, si A' est une A-algebre p-adique contenant A, une fonction modu- 
laire p-adique a coefficients dans A' appartient en fait a Y{N:A) si et seule- 
ment si sa q- developpement est dans A{{q)). 

La preuve de ce theoreme repose sur le fait que I'application qui associe a 
une fonction modulaire p-adique a coefficients dans A' son developpement de 
Fourier est injective pour tout anneau p-adique A' , d'ou la platitude. Grossie- 
rement, la nullite du developpement de Fourier implique que la fonction mo- 
dulaire est nulle dans un voisinage de la courbe de Tate. II s'agit d'en deduire 
la nullite de la fonction modulaire partout ; cela repose sur r«irreductibilite» 
de I'espace des modules des courbes elliptiques trivialisees, voir [14] pour une 
demonstration dans cet esprit et [13] pour une preuve fondee sur la surjectivite 
de certaines representations du groupe fondamental de la courbe modulaire en 
caracteristique p privee de ses points supersinguliers. 
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2.3. Operateurs de Hecke 

2.3.1. Operateurs diamant. — Soit A un anneau p-adique. On va definir une 
action du groupe Z = Z^ x (Z/A^qZ)^ sur I'algebre V(iVo;A) des fonctions 
modulaires p-adiques sur A. Soit en effet (a;, y) E Z. Si f est une fonction 
modulaire p-adique, on definit une autre fonction modulaire p-adique f\{x,y) 
par la formule 

{f\{x,y))iA',E/A',^,'l) = f{A',E/A',x-'^,y'l). 

2.3.2. Operateurs T{i) pour i ^ p. — Soit i un nombre premier distinct de 
p. Soit {A,E/A,ip,i) un quadruplet comme dans 2.2.1. Soit H C E un sous- 
groupe d'ordre £ et notons n : E ^ E' = E/H le quotient de E par H. 

Comme p ^ i, n induit un isomorphisme au niveau des groupes formels, si 
bien que la courbe elliptique E' est munie d'une trivialisation naturelle ip' = 

if O TT^^. 

De plus, IT o i : hj^ — )• £" est une injection si H n'est pas inclus dans le 
sous-groupe i{iJ,N)- On dispose dans ce cas d'une ri(A'')^"*'^-structure sur £". 
Si I ne divise pas N , il existe (apres un changement de base fidelement plat) 
exactement i+ 1 tels sous-groupes, tandis que si I divise N , il n'y en a que I. 

On definit alors I'operateur T{1) par 



{f\T{i)){A,E,^,i)=r^ Y, f{A,E/H,^o7r-\7r 



O't . 



H(ti{iJ.N) 



(Par descente, c'est bien un element de A.) 

2.3.3. Operateur U = T{p). — Pour definir T(p), le plus simple est de suppo- 
ser, o.B.d.A., quep\N et de remarquer, a I'aide du principe de g-developpement, 
que la formule precedente definit un unique element de A, si A est sans p- 
torsion. 

II est aussi possible de definir un operateur de Probenius sur les fonctions 
modulaires p-adiques, en considerant le quotient d'une courbe elliptique trivia- 
lisee par son sous-groupe Hp canonique. On peut alors interpreter I'operateur 
U comme la « trace » de Prob divisee par p. Enfin, mentionnons le fait que 
Prob : V — )■ V est fini et plat de degre p, et que c'est un relevement du mor- 
phisme de Probenius sur Vi = V/pV donne par I'elevation a la puissance p 
([6], II.2.9, p. 41). 
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2.3.4. Action sur les q-developpements. — On peut prouver que les operateurs 
que nous venons de definir verifient les formules que I'on avait utilisees en 1.2 
pour definir les operateurs de Hecke sur les formes modulaires p-adiques du § 1. 
En particulier, les ideaux des fonctions modulaires holomorphes (resp. pa- 
raboliques) sont preservees par les operateurs de Hecke ainsi definis. 

2.4. Comparaison avec la theorie du § 1, poids 

Definition 2.4-1- — Soit x : Z — )■ A'^ un caractere continu de Z. On dit 
qu'une fonction modulaire p-adique / G V(A'':^) est de poids x si pour tout 
{x,y) G Z, f\{x,y) =x{x,y)f. 

S'il existe k E Z et un caractere e de (Z/NZ)^ tels que x(a;,y) = x^£{y), 
on dira que / est de poids k et de Nebentypus e. 

On peut decomposer V(A^o; ^) sous Taction de tout sous-groupe fini d'ordre 
premier hpde Z. Cependant, la somme directe des sous-espaces correspondants 
a tons les caracteres de Z est une sous-algebre de V, distincte de V ! Voir [6], 
p. 18 pour plus de details. 

Definition 2-4-2- — Si x G X est un caractere de Z^ , on dira que / G V(A'': A) 
est de poids x si pour tout a; G Z^ , f\{x, 1) = x{^)f ■ 

S'il existe A; G Z tel que xi'^) = 2;^, on dira que / est de poids k. 

Si / est de poids x = X{i,k) pour i G Z/(j; — 1)Z et A,' G Z, on dira aussi que 
/ est de poids (i, k). 

Les formes modulaires p-adiques definies au § 1 sont exactement les fonctions 
modulaires de poids x ^ ^ ■ Plus precisement : 

Theoreme 2.4.3 (Katz, [13], Prop. A. 1.6). — Soient A un anneau p-adique- 
ment complet sans p-torsion et x ^ X un caractere continu de Z^ . Alors, une 
serie f G A[[q]] est le q-developpement d'une fonction modulaire p-adique (de 
niveau N) de poids x si et seulement si c'est une forme modulaire p-adique de 
poids X o,u sens de la definition 1.1.2 

Autrement dit, I'homomorphisme de g-developpement induit un isomor- 
phisme du ^-module Yy^{N; A) des fonctions modulaires p-adiques de poids x 
sur .J^^{N;A). De plus, cet homomorphisme est compatible avec Taction des 
operateurs de Hecke. 

2.5. Anneau des congruences divisees 

Soit A un anneau p-adique de valuation discrete, et soit K son corps des 
fractions. 
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Definition 2.5.1. — Le module des congruences divisees est la ^-algebre 

nA)=A[[q]]f]^.^,(N;K). 
k 

Cette algebre est beaucoup plus grosse que I'algebre des formes modulaires 
classiques sur A. Par exemple, {Ep^i — l)/p definit un element de &{A). 

Proposition 2.5.2. — On a une injection S^{A) c V(A^:^). 

Demonstration. — En effet, soit / G &{A). Par definition, il existe un entier 
n ^ tel que p"/ appartienne a I'algebre des formes modulaires classiques. En 
particulier, p"/ G V(A'':^) et / est un element de p-torsion dans le quotient 
A{{q)) ly {N ; A) . D'apres le theoreme 2.2.7, ce quotient est plat sur A, soit 
sans p-torsion. Cela prouve que / G 'V{N; A). D 

3. Algebre de Hecke ordinaire 
3.1. Definitions de I'algebre de Hecke p-adique 

Les operateurs de Hecke definis en 2.3 verifient les memes relations que les 
operateurs de Hecke agissant sur les formes modulaires classiques, de niveau 
divisant p. En particulier, ils commutent entre eux deux a deux. 

Soient A un anneau p-adique et N un entier ^ 1. On sous-entendra sou- 
vent [N-.A) dans les notations, notant par exemple W pour W{N-,A). On se 
restreint aux fonctions modulaires p-adiques holomorphes : 

Definition 3.1.1. — L'algebre de Hecke T{N;A) de W = W(A^;^) est la 
completion pour la topologie compacte-ouverte'^^ de la sous-algebre commu- 
tative de Endzp W engendree par les operateurs T(^) pour ^ / p, T{p) = U 
et les operateurs diamant. 

L 'action des operateurs diamant sur W definit une action continue du 
groupe Z sur T, et en particulier une action continue de l+p7ip. Autrement dit, 
T est naturellement munie d'une structure de Zp[[l-|-pZj3]]-module. Rappelons 
que Ton note usuellement A I'algebre Zp[[l -l-pZ^]] ; le choix d'un generateur 
de 1 + p7ip, par exemple u = 1 -|-p, fournit un isomorphisme A ~ Zp[[T]], par 
la formule T i-)- [u] — 1. 

Les operateurs de Hecke preservent I'espace Wcusp = Wcusp(-^;Zp) des 
formes paraboliques, d'ou un quotient de T : 



'^'Une base de cette topologie est fournie par les ^k,^ , K et ^ etaiit des parties de W 
respectivement compacte et ouverte, flK,ii etant I'ensenible des endomorphismes ip tels que 
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Definition 3.1.2. — L'algebre de Hecke To de Wcusp est le quotient de T par 
I'ideal anulateur de Wcusp- 

Enfin, un important theoreme de Hida fournit un moyen de definir l'algebre 
To qui n'utilise pas les formes modulaires p-adiques. Si A est un anneau, soit 
i)k{N]A) l'algebre de Hecke usuelle agissant sur les formes paraboliques de 
poids k et de niveau N . Si p\N , Taction des operateurs de Hecke en niveau Np 
sur une forme de niveau N coincide avec Taction des operateurs de Hecke de 
niveau N. On a ainsi un homomorphisme naturel [)k{Np\A) — > [)k{N;A). 

Definition 3.1.3. — Si j4 est un anneau p-adique, on definit 

f),(iVop°°:^)=l]nif),(7Voj/:^). 

r 

C'est de maniere naturelle une A-algebre et nous la munirons de la topologie 
limite projective des topologies p-adiques sur les \\k{NQp'^ ; A) . 

On a vu 2.2.3 que les formes modulaires classiques (paraboliques) de niveau 
Nqp^ peuvent etre considerees comme elements de Wcusp (-^;^) et que cette 
inclusion preserve les g-developpements et est compatible aux operateurs de 
Hecke (si r ^ 1). Cela fournit un homomorphisme continu et surjectif Tq — )■ 
\)k{N^p'^;A). 

Theoreme 3.1.4 (Hida, [10], Theoreme 4.1). — Soit A un anneau p-adique. 
La surjection naturelle Tq{N;A) — )■ i)i:{Np'^- A) est un isomorphisme de A- 
algebres. 

3.2. Dualites 

3.2.1. Si / est une forme modulaire classique et T un element de l'algebre de 
Hecke, Tapplication (/, T) i-)- ai{f\T) fournit un accouplement entre formes 
modulaires et elements de l'algebre de Hecke. Un des resultats importants 
de la theorie des formes modulaires classiques est que cet accouplement est 
parfait. Le but de ce paragraphe est d'etendre ce resultat aux formes modulaires 
p-adiques. Nous suivons la presentation de Gouvea ([6], HI.l), mais Hida a 
demontre des resultats similaires faisant intervenir une dualite de Pontryagin 
(c/. [9],§2). 

On definit un accouplement 

To(A^; A) X Wcusp (iV; A) -^ A, (T, /) ^ ai(/|T). 

Si / G Wcusp(^;^)5 Tapplication T i-)- ai{f\T) definit un homomorphisme de 
^-modules $/ : To(iV;^) -^ A. 
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Le resultat fondamental est alors le suivant : 

Theoreme 3.2.2. — Soit A I'anneau des entiers d'une extension finie K de 
Qp. Soit B une A-algebre p-adique, munie de la topologie p-adique. L'applica- 
tion f >-^ ^f induit un isomorphisme 

^cusp{N-D) ~ Honu,eont(To(A^;^),i?). 

(Rappelons que Tq C Endyi Wcusp(-^; ^) est munie de la topologie compacte- 
ouverte.) 

De plus, $j est un homomorphisme de A-algebres si et seulement si f est 
une forme propre normalisee pour les operateurs de Hecke et les operateurs 
diamant. 

II existe une variante du theoreme precedent concernant les formes mo- 
dulaires non paraboliques. Nous renvoyons le lecteur interesse a I'article de 
Hida [9] et au livre de Gouvea [6]. 

Enfin, comme la topologie p-adique sur To est strictement plus grossiere que 
sa topologie limite projective, I'identite Tq — )■ Tq ne definit pas une forme mo- 
dulaire p-adique a coefficients dans Tq. Ce phenomene justifiera I'introduction 
des families analytiques de formes modulaires p-adiques au § 4 

3.3. L'algebre de Hecke ordinaire 

Commengons par un lemme general. 

Lemme 3.3.1. — Soient A I'anneau des entiers d'une extension finie K de 
Qp et H une A-algebre finie. Pour tout x & H, il existe un idempotent ex & H 
verifiant la propriete suivante : si M est un H-module de type fini, e^M est le 
plus grand sous-module de M sur lequel I'action de x est un isomorphisme. 

Demonstration. — En fait, on va montrer que ex = lim^-j-oo a;™' convient. II 
suffit en fait de demontrer le resultat pour la sous-^-algebre A[x] C Endyi(M). 
Cela permet de supposer que H est commutative et finie sur A, en particulier 
complete pour la topologie p-adique. 

Soit m I'ideal maximal de A et A; le corps residuel A/m. II suffit de prouver 
la convergence modulo m. En effet, si n ^ 1, a;™' sera pour m assez grand un 
idempotent de -ff ® (j4/m"), d'ou la convergence. 

On decompose x = s -\- n dans H ®yi A;, ou s est un element semi-simple, n 
un element nilpotent, et xs = sx. Or, pour m assez grand rr™' = s™' est un 
projecteur puisque les valeurs propres de s sont dans k , done des racines de 
I'unite. D 
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Nous allons appliquer le lemme aux algebres de Hecke (classique et p-adique) 
lorsque x est I'operateur T{p). 

Definition 3.3.2. — L'idempotent Ck de \)k{N;7ip) est I'idempotent attache a 
T{p) par le lemme 3.3.1. 

On definit alors un idempotent e de To = i){Np°°]7ip) comme la limite de 
la suite des idempotents Ck en niveaux Np'' . 

Si M est un To-module, on appellera partie ordinaire de M le sous-module 
^ord _ g^ gj^ particulier, I'algebre de Hecke ordinaire est I'algebre Tq'''^ = 
eTo facteur direct de Tq. 

Le lien avec les formes modulaires se fait de la fagon suivante : 

Definition 3.3.3. — On dit qu'une forme modulaire / (classique ou p-adique) 
est ordinaire si /|e = /. 

De maniere concrete, comme T(p) agit sur une forme propre par multipli- 
cation par Op, on a la proposition : 

Proposition 3.3.4. — Soit A I'anneau des entiers d'une extension finie de 
Qp. Une forme modulaire f p-adique (resp. classique), propre et normalisee 
(i.e. ai{f) = 1) d coefficients dans A est ordinaire si et seulement si \ap{f)\p = 
1 (resp. et si de plus son niveau est divisible par p). 

Cette proposition explique le mot ordinaire : soit E une courbe elliptique 
sur Q ayant bonne reduction en p. Alors, la courbe elliptique sur Fp reduction 
de E est ordinaire si et seulement si le coefficient Op de sa fonction L n'est pas 
multiple de p. 

Remarque 3.3.5. — Soit / une forme modulaire classique, propre et normali- 
see, de niveau A^o premier ap, de poids k ^ 2 et de caractere x- Si |flp(/)|p = 1, 
on pent aisement calculer f\e. En effet, notons U I'operateur T{p) de ni- 
veau Nqp, qui est distinct de I'operateur T{p) en niveau A'o ; on a ainsi U = 
T{p) + x{p)p^~^^ ■ L'espace engendre par / et f\V est stable par T(p), U et 
V et la matrice de I'endomorphisme U dans la base {f-,f\V} est egale a 

U =( ^^ - ^ 

Les valeurs propres a et /3 de [/ sont ainsi les solutions de I'equation 

X^ - apX + xb)/"^ = 0. 
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Les vecteurs propres de U sont les 

fa = f-f3f\V et fp = f-af\V. 
On a / = {afa — j3fi^)l{a — (3), et quand m — )■ oo, 

U""-/ = -fa -fl3 

a — p a — p 

converge vers afal{oi — j3) s\ a est I'unique valeur propre qui est une unite 
p-adique. (Comme A; ^ 2, a/3 = (mod p).) Autrement dit, 

/|e = ^ ^1 (/(^) - a-\{p)p^-^f{pz)) = ^_^ /o, 

ou /o est une forme modulaire ordinaire propre et normalisee. En particulier, 
on remarque que f\e 7^ /, et done que / n'est pas ordinaire au sens de la 
definition 3.3.3. 

Le theoreme 3.2.2 s'etend en un resultat analogue de dualite entre formes 
modulaires paraboliques ordinaires et la partie ordinaire de I'algebre de Hecke 

To. 

Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme fondamental de Hida concer- 
nant I'algebre de Hecke ordinaire. Soient r ^ 1 et A; ^ 2 deux entiers. On note 
le polynome u^^k = (1 + TY"^ — u^"^ ^ et posons k^^k = ^/{<^r,k)- 

Theoreme 3.3.6 (Hida). — Soient A un anneau p-adique et N ^ 1 un entier 
premier a p. 

i) L'algebre i)''^'^{Np'^:A) est libre de rang fini sur A; 

ii) On a un isomorphisme canonique 

i,''''iNp'^;A)0j,Ar,k^i)r'iNpl. 

II existe deux preuves du point (i) de ce theoreme. La premiere ([8, Theoreme 
3.1] et [9, Theoreme 1.2]), valable pour p ^ 5, utilise les formes modulaires 
p-adiques et leur reduction modulo p. Elle utilise un resultat de N. Jochnowitz 
selon lequel I'image par I'operateur T(p) d'une forme modulaire modulo p de 
poids k + {p — 1) pour Fi est en fait de poids k. II en resulte que la reduc- 
tion modulo p de I'espace des formes modulaires p-adiques ordinaires est un 
isomorphe a la somme directe des espaces de formes modulaires classiques mo- 
dulo p pour les poids ^ p — 1. Cette reduction est en particulier de dimension 
finie. 

La seconde ([28], voir aussi [11], chapitre 7) fait usage de la theorie des 
formes modulaires A-adiques. Le point crucial est encore le fait que le rang 
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de \:)'p.^'^ {Nop^ ; Zp) est borne independamment du poids k [cf. [11], chapitre 7, 
theoreme 1, p. 202). Pour prouver ce fait, Wiles et Hida utilisent Tisomorphisme 
d'Eichler-Shimura qui relie formes modulaires et la cohomologie parabolique de 
ri(A'') a valeurs dans certains Z[ri(A'')]-modules. On pent alors etablir que la 
partie ordinaire de cette cohomologie parabolique s'injecte dans un F^-espace 
vectoriel de dimension finie independant du poids. 

4. Formes modulaires A-adiques 

4.1. Definition 

La notion de famille analytique de formes modulaires p-adiques a ete intro- 
duite par Serre dans son article [25]. Soit A I'anneau des entiers d'une extension 
finie de Qp ; on note A = ^[[T]]. On rappelle que u= 1 +p. 

Definition ^.1.1. — Soient N un entier ^ 1 divisible par p et (/; un caractere 
de (Z/iVZ)^ On dit qu'une serie F{T;q) = Y!^=q An{T)q'^ G k[[q]] est une 
forme modulaire A-adique de caractere -^ s'il existe r ^ tel pour presque 
tout A; ^ 2, la serie 

oo 

F(u^-l) = ^^„(u'^-l)g- 
n=0 

est le developpement de Fourier d'une forme modulaire de poids A;, de niveau 
Np^ et de caractere ipuj~''. 

Ainsi, se donner une forme modulaire A-adique revient a se donner une 
collection de formes modulaires classiques fk, ainsi qu'une interpolation p- 
adique de leurs developpements de Fourier par des elements de A. Les formes 
modulaires classiques F(u'^ — 1) sont appelees les specialisations de F. 

Nous dirons qu'une forme modulaire A-adique est parabolique (resp. ordi- 
naire) si pour tout k assez grand, sa specialisation en poids k est parabolique 
(resp. ordinaire). On notera M{N,ip;A) (resp. S{N,ip;A)) les A-modules des 
formes modulaires A-adiques (resp. des formes modulaires A-adiques parabo- 
liques) de niveau N et caractere ip. 

4.1.2. Series d'Eisenstein. — Soit ipo un caractere pair de (Z/pZ)^ a va- 
leurs dans A. On demontre qu'il existe une serie E{ip) € A[[X]] si ipo ^ 1 et 
X^^A[[X]] si ipo = 1, telle que pour tout r ^ 1, tout caractere non trivial 
ip : (Z/p'^Z)^ — )■ Q tel que "ipl^z/pZ)^ = V'o, et tout entier A; ^ 1, on a 

E{'iM{'Hu)u'' - 1) = Eki'i^uj-') e .^k{ri{p'),i>u;-''). 
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Ainsi, la serie E{ipo), serie d'Eisenstein A-adique, interpole les series d'Eisen- 
stein Ek{ij)ijo~^) usuelles. Le point crucial est I'interpolation du terme constant, 
c'est-a-dire des valeurs L{\ — k,ipuj^''), par une fonction analytique sur Zp 
(Iwasawa). Pour plus de details, cf. [11], chapitre VII, p. 198. 

Une fois acquise I'existence de cette forme modulaire A-adique, on obtient de 
nombreuses formes modulaires A-adiques. Soit en effet / une forme modulaire 
classique de poids m, de niveau N divisible par p et de caractere x ^ valeurs 
dans A. Soit ip un caractere de (Z/NZ)^ et ipo sa restriction a (Z/pZ)^ Le 
produit fE{ipQ) dans A[[g]] n'est pas tout a fait une forme modulaire A-adique 
puisque [f E{ipo)){u^ — 1) est de poids k + m. 

Posons alors Um = '0(u)u^™ et Vm = Um. — ^- Comme \um\p = 1 et \vm\p < 1, 
la serie 

oo 
/ * Ei'l/Jo) = {fE{'tl)o){UmX + Vjn) ='^ a„ (umAT + Um)^" 

est bien definie ; c'est de plus une forme modulaire A-adique puisque si A; > m, 

/ * E{i;o){u' - 1) = /((z)i?(V;o)OMu)u-'"u'= - 1) 

= fiq)Ek-mii>u^"'-''). 

Ainsi, f *E{iPq) est une forme A-adique de caractere ipX- Si / est parabolique, 
/ * E{ipo) est une forme A-adique parabolique. 

4.1.3. Operateurs de Hecke. — Les operateurs diamant agissent naturellement 
sur les espaces des formes modulaires A-adiques, via leur caractere ip. On peut 
faire agir les operateurs de Hecke de maniere relativement evidente : les for- 
mules usuelles donnant Taction des operateurs de Hecke sur le g-developpement 
d'une forme modulaire de poids k (variable) s'interpolent facilement en une for- 
mule a coefficients dans A. Si d est un entier premier a p, notons s(d) I'unique 
element de Zp tel que d = u){d)u^^'^' . Alors, la formule 

oo 

E 



^ A,„,(T}l"')inn} = Y^ ( Y. xW<r'(l+T)'«')A„„/,.(T))5'^ 

TO=0 ^ m=0 ^d\{m,n) ' 



convient, puisque 

Xid)d-\u'')<'^^ = x{d)d-\u'^'^^)^ = x{d)d-^uj{d)-^. 

On dira qu'une forme A-adique est propre si elle est propre pour Paction des 
operateurs de Hecke que nous venons de definir, ce qui equivaut au fait que 
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presque toutes ses specialisations sont propres. (Un sens est clair, I'autre resulte 
du theoreme de preparation de Weierstra£ qui implique qu'un element de A 
est determine une fois qu'on le connait modulo une infinite d'ideaux premiers 

distincts.) 

4.1.4. Dualite. — Comme nous n'avons enonce le theoreme de dualite que 
pour les formes paraboliques, nous nous restreignons desormais a ce cas. Une 
forme modulaire A-adique parabolique F fournit par definition des formes mo- 
dulaires p-adiques paraboliques f^ par reduction modulo I'ideal {l+T — u'') de 
A (pour k assez grand, disons k ^ a), d'ou un homomorphisme de ^-modules 
$jj. : To — )■ j4 = A/(l + T — u^) continu pour la topologie p-adique. On en 
deduit un homomorphisme de ^-modules 

$F : To — ^IjmA/ TT (1 + T - u'^) ~ A. 

m 

Le dernier isomorphisme est du au fait, consequence du theoreme de prepa- 
ration de Weierstra£, qu'un element de A a un nombre fini de zeros dans le 
«disque unite ouvert » de Zp. Get homomorphisme est continu lorsqu'on mu- 
nit A de sa topologie limite projective ; il n'est en revanche pas necessairement 
continu lorsqu'on munit A de la topologie p-adique. Ainsi, une forme modulaire 
A-adique n'est pas en general une forme modulaire a coefficients dans I'anneau 
p-adique A ! 

Etudions maintenant Taction de A. Le caractere x de (Z/NZ)^ fournit un 
morphisme d'anneaux x : A — )■ ^ et 1 'homomorphisme $^7- : To — )■ A verifie 
$f((1 + T')S') = x(u)$f(5') pour tout S E Tq.^^^ Si Ton note A^ le A-module 
A ®T^ A, ^F est un homomorphisme de A-modules To — )■ A,^. On a ainsi le 
theoreme suivant : 

Theoreme 4.1.5. — Le A-module des formes modulaires A-adiques parabo- 
liques de niveau N et de caractere x ^st isomorphe a HomA,con<(To, A,^), om 
To est muni de sa topologie ouverte-compacte, A^ et A^ de la topologie limite 
projective. 

On pent ainsi generaliser ce theoreme en une definition des families de formes 
modulaires a coefficients dans une ^-algebre B topologique complete pour la 
topologie p-adique. Ce sont des j4-homomorphismes $ : To — )■ -B tels que que 
pour tout homomorphisme d'algebres u : B ^ A,la composition vo^ : To — >^ ^ 



'^'Attention, T n'est pas un operateur de Hecke dans cette formule. 
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est une forme modulaire p-adique a coefficients dans A, dite specialisation de 
$ via u. 

4.1.6. Si e : Zp ^ A est un caractere d'ordre fini et k un entier ^ 2, notons 
^A;,e : A — )■ j4 rhomomorphisme defini par 1 + T — )■ e(u)u'^. II resulte alors du 
theoreme precedent et de la description de I'algebre de Hecke donnee dans le 
theoreme 3.1.4 que v o F est une forme modulaire p-adique de niveau N , de 
poids k, de caractere eip (de la definition resulte seulement le cas ou e = 1, 
avec en outre un nombre fini d'exceptions). 

4.1.7. Ordinarite. — Soit F une forme modulaire A-adique parabolique de 
niveau N et de caractere 'iIk Dire que F est ordinaire revient a dire que presque 
toutes ses specialisations F^, sont ordinaires, c'est-a-dire dans eWcusp(-^; ^)- 
Mais I'idempotent e G To agit sur I'espace M(A'', '^; A). On constate ainsi que 
{F\e)i,, specialisation par v : (1 + T) i-)- u^ de F\e est egal a Fy\e = F^, puisque 
Fjy est ordinaire. Le theoreme de preparation de Weierstrafi implique alors que 
F\e = F, c'est-a-dire que les deux notions d'ordinarite introduites (etre dans 
I'image de e et etre ordinaire pour presque toute specialisation) coincident. 

Enfin, si F est propre et normalisee, on a vu dans la proposition 3.3.4 que 
Fv est ordinaire si et seulement si v{ap{F)) = F{u^ — 1) est une unite p-adique. 
Cela signifie que le terme constant de ap{F) est une unite p-adique, et done 
que ap{F) est un element inversible de A. 

4.2. Representations galoisiennes 

4.2 A. Soit / est une forme modulaire parabolique (classique), propre norma- 
lisee, pour ri(A''), de caractere x et de poids k ^ 1 a coefficients dans un corps 
de nombres K. Soit A une place de K, p sa caracteristique residuelle.^^^ Alors, 
il existe une unique representation 

p: Gal(Q/Q) ^GL(2,i^A) 

continue, absolument irreductible, non ramifiee hors de Np et telle que pour 
tout nombre premier i ne divisant pas Np, 

det(l - Frob^ X) = I - at{f)X + x(^)^''"^^^ 

Prob^ etant un element de Frobenius en la place I. L'existence d'une telle 
representation (hormis la determination precise de la ramification) est due a 



'^'^'je m'excuse de ce desequilibre dans les notations mais prefere rester conforme aux us 
de la theorie d'lwasawa. 
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Eichler-Shimura lorsque A,' = 2, a Deligne pour A; > 2, et a Deligne-Serre 
lorsque k = 1. 

4.2.2. Soit maintenant F une forme modulaire A-adique de caractere ip- Si e 
est un caractere d'ordre fini de Z^ , soit u rhomomorphisme A — )■ A[x] donne 
par 1 + T — )■ x(u)u'^ ; alors, Fi, = v o F est une forme modulaire de poids k 
et de caractere ipe {cf. 4.1.6). Si F est propre normalisee, les F^, aussi, d'ou 
des representations galoisiennes pi, comme au paragraphe precedent. II est rai- 
sonnable de se demander s'il existe une representation galoisienne pp a valeurs 
dans GL(2, A) qui « interpole » les pi, et Hida a prouve dans [8] qu'il en est bien 
ainsi. Ce resultat a ete reconsidere par Wiles dans [28] (dans le cadre plus ge- 
neral des formes modulaires de Hilbert d'un corps totalement reel) et a fourni 
une nouvelle demonstration du theoreme de Hida. En fait, il deduit I'existence 
de pf de I'existence d'une infinite des p^. Au sein d'une famille A-adique de 
formes modulaires, cela permet de demontrer I'existence d'une representation 
pour la specialisation en poids A; ^ 2 de I'existence des representations ga- 
loisiennes en poids 2 pour une infinite de caracteres. En particulier, comme 
toute forme modulaire ordinaire s'insere dans une famille analytique, on pent 
demontrer ainsi le resultat de Deligne, dans le cas ordinaire, en n'utilisant que 
le resultat d'Eichler-Shimura. On voit I'interet de la methode pour le cas d'un 
corps totalement reel oii Ton ne disposait pas du theoreme de Deligne. . . 

Theoreme 4.2.3 (Hida). — Soit F une forme modulaire A-adique de niveau 
N et de caractere ip, propre normalisee et parabolique. II existe alors une unique 
representation 

PF:Gal(Q/Q)^GL(2,A) 

verifiant les proprietes suivantes : 

i) Pf est continue pour la topologie p-adique, absolument irreductible ; 
ii) Pf est non ramifiee hors de Np ; 
iii) pour tout nombre premier i ne divisant pas Np, 

det(l - pF{'Frohf)X) = 1 - ai{F)X + x(^)(l + T)"Wr^x2. 
(On rappelle que s{i) est I'unique element de Zp tel que i = uj{i)u^^^' .) 
4.3. Indications sur la preuve de Wiles 

Nous allons expliquer la demonstration du resultat suivant, du a Wiles. 
Compte-tenu de I'existence de representations galoisiennes associees aux formes 
modulaires classiques, le theoreme de Hida 4.2.3 en decoule immediatement. 
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Proposition 4.3.1 (Wiles). — Supposons que pour une infinite d'homomor- 
phismes continus de A-algehres i^ : A — )■ Qp, notant A^, la cloture integrale de 
I'image de v, il existe une representation pi, : Gal(Q/Q) — > GL{2,Ai^) nan 
ramifiee hors de Np et telle que pour i )(Np, 

det(l - p^(Frob^)X) = 1 - v{ai{F))X + xW(l + Tf^^H-^X'^. 

Soit L le corps des fractions de A ; il existe une representation galoisienne 
p : Gal(Q/Q) — )■ GL(2,L) verifiant les conditions du theoreme 4-2-3- 

En fait, I'irreductibilite de la representation pp se deduit du theoreme ana- 
logue de Ribet (voir [21], theoreme 2.3) pour les formes modulaires classiques. 
Le point crucial est done la construction d'une representation p verifiant la 
condition indiquee sur les Probenius. 

Typiquement, si R est un anneau, et si / et J sont deux ideaux de R, dispo- 
sant de representations d'un groupe G a valeurs dans GL(2, A/ 1) et GL(2, A/ J) 
dont les reductions modulo I + J sont isomorphes, on voudrait en deduire une 
representation dans GL(2, j4/(7n J)). Formulee ainsi, la question est peut-etre 
sans espoir. Ce qui est facile en revanche, c'est de determiner le polynome 
caracteristique des images de la representation cherchee, et en particulier, les 
traces. II faut neanmoins identifier les relations necessairement verifiees par les 
traces d'une representation. 

Definition 4-3.2. — Soient G un groupe et R un anneau topologiques. On ap- 
pelle pseudo-representation de G a valeurs dans R la donnee de trois fonctions 
continues a : G ^ R, d : G ^ R, x : G x G ^ R et d'un element c G G tel que 
c^ = 1 verifiant les relations suivantes : 

i) a{gh) = a{g)a{h) + x{gji) et d{gh) = d{g)d{h) + x{h,g) ; 

ii) x{gh,jk) = a{g)a{k)x{h,j) + a{k)d{h)x{g,j) + a{g)d{j)x{h,k) 

+ d{h)d{j)x{g,k); 
iii) x{g, h)x{j, k) = x{g, k)x{j, h) ; 
iv) a(l) = d{l) = d{c) = 1 et a{c) = -1 ; 

v) x{g, 1) = x{l,g) = x{g, c) = x{c, g) = 0. 

La trace et le determinant d'une pseudo-representation sont les applications 

g ^ a{g) + d{g) et g ^ a{g)d{g) - x{g, g). 

Si 2 est inversible dans R, on a les relations a{g) = ^ (tr(p) — tr(pc)), 
d{g) = 2 (ti'(ff) + tr(ffc)) et x{g, h) = a{gh) — a{g)a{h), si bien qu'une pseudo- 
representation est determinee par sa trace. 
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Soit p : G ^ GL(2,ii!) une representation continue et c G G un element tel 
que c^ = 1 et tel que det(p(c)) = —1. Ainsi, p{c) a pour valeurs propres 1 et 

— 1, et Ton pent supposer que p{c) = {~q W Notons alors p{g) = ( ""S^l ^P\ 1. 
Les applications 

a: g^ a{g), d : g ^ d{g), et x : {g, h) h-> a{gh) - a{g)a{h) 

definissent une pseudo-representation de G a valeurs dans R. 

4.3.3. Mettons nous maintenant sous les hypotheses de la proposition 4.3.1, les 
Pn (pour 1/ dans un ensemble infini N = {vi, . . . } d'homomorphismes A — )■ Qp) 
fournissent des pseudo-representations {ai,,dy,Xy) du groupe de Galois G de 
I'extension maximale non ramifiee hors de Np. En effet, il suffit de fixer un 
element c d'ordre 2 (conjugaison complexe). Le determinant de Pi,{c) est alors 

— 1 par la theorie classique des representations galoisiennes associees aux formes 
modulaires. Notons /^y C A le noyau de v, de sorte que la pseudo-representation 
associee a pi, est a valeurs dans KJIi,. 

Leurs traces sont evidemment compatibles en Frob^, puisque ce sont pour 
tout u la reduction de ai{F) G A modulo I,^. En vertu du theoreme de densite 
de Cebotarev, tr(/?iy) = ix{pyi) modulo v + v' , d'ou une pseudo-representation 
a valeurs dans A./{Ii, f) lyi). On en deduit une pseudo-representation de G 
a valeurs dans ljmA/(7,yj n • • • n /^y^). En vertu du theoreme de preparation 

r 

de Weierstra£, cette derniere algebre est isomorphe a A (comme algebre to- 
pologique), si bien que nous avons construit la pseudo-representation {a,d,x) 
attachee a la representation galoisienne que nous cherchons. 

4.3.4. II reste a construire la representation /?. II y a pour cela deux cas. 

- si x{g,h) = pour tout h, posons p{g) = i ^^' m ))■ Alors, g i-)- p{g) 
convient. 

- s'il existe ^o et Hq tels que x{gQjio) ^ 0, posons c{g) = x{go,g) et 
Kg) = xig,ho)/x{go,ho). Alors, g i-> p{g) = (^^[^j ^[^^J convient. 

4.3.5. Si les ideaux de hauteur 1 dans A sont principaux, on pent meme trouver 
p a valeurs dans GL(2, A). Dans le deuxieme cas ci-dessus, il sufRt en effet de 
choisir un element 6 E L^ dont le diviseur est egal au diviseur de I'ideal 
engendre par les x(go,h) quand h varie. On pose alors c(g) = x{go,g)/6 et 
Kg) =x{gJio)9/x{go,ho). 



26 ANTOINE CHAMBERT-LOIR 

4.4. Specialisation en poids 1 

4.4.1. Nous avons deja remarque que toutes les specialisations en poids k ^ 2 
d'une forme modulaire A-adique sont des (g-developpements de) formes modu- 
laires p-adiques. En poids 1, il se passe en revanche d'etranges phenomenes. . . 

4.4.2. Mazur et Wiles ont etudie dans [20] la restriction de la representation 
galoisienne de Hida a un groupe de decomposition en p, et en particulier la 
theorie de Hodge p-adique des representations galoisiennes obtenues. 

Soit A = q nn>i(l~^")^^ ~ S^i T{n)q"' I'unique forme modulaire parabo- 
lique normalisee de poids 1 et de niveau 12, r etant la fonction de Ramanujan. 
Fixons un nombre premier p tel que t(p) n'est pas multiple de p, de sorte que A 
est ordinaire en p. (D'apres [7], excepte 2 411, tout nombre premier p compris 
entre 11 et 65 063 convient.) Soit a I'unique racine de X"^ — t{p)X + p^^ = 
qui est une unite p-adique, de sorte que A|e = A{z) — a^^^A{pz) est une forme 
modulaire ordinaire de niveau p, poids 12 et caractere trivial. Ainsi, il existe 
une unique forme modulaire A-adique de caractere w^^. Fa = Yl^n{FA)Q^, 
telle que Fa(u^^ — 1) = A|e. On dispose alors d'une representation 

PA : Gal(Q/Q) ^ GL(2,A) = GL(2, Zp[[T]]) 
verifiant les conditions du theoreme 4.2.3. 

Proposition 4.4.3. — Supposons que p verifie les conditions suivantes : 
i) p ne divise pas t{p) ; 
ii) j9 ^ 1 (mod 11) (5) ; 
iii) p^{ll, 23, 691}. 
Alors, I'image de /?a contient SL(2, Zp[[T]]). 

La preuve repose sur le resultat de theorie des groupes suivant, du a N. Bos- 
ton ([20], Appendix, prop. 3) : 

Proposition 4.4.4 (Boston). — Soient p : Gal(Q/Q) -^ GL(2, Zp[[T]]) une 
representation continue, 'p : Gal(Q/Q) — )■ GL(2,Fp) sa reduction modulo 
I'ideal [p^T). Soit Ip C Gal(Q/Q) un sous-groupe d'inertie en p. Supposons 
que p satisfait les proprietes suivantes : 

i) I'image p(Ip) de I'inertie est incluse dans le sous-groupe des matrices de 
la forme Hi) ; 



'^'Cette condition est malheureusement oubliee dans [20]. 
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ii) p{Ip) contient une matrice de la forme (q ^.^^^j^), pour un element a G 

iii) pour tout b G F^ , p{Ip) contient une matrice de la forme ( J 5) ; 
iv) I'image de 'p contient SL(2,Fp). 
Alors, I'image de p contient SL(2, Zj3[[T]]). 

Nous renvoyons a I'article [20] pour les details de la demonstration de cette 
proposition ; expliquons cependant pourquoi les hypotheses en sont verifiees. 

Comme (j;, T) = {p,l+T — u^^), la representation p^ est la representation 
modulo p attachee a la forme modulaire A. La condition (iv), i.e. le fait que 
I'image de p^ contienne SL(2,Fp) est un theoreme de Swinnerton-Dyer ([26], 
corollaire, p. 31) ; c'est la qu'on utilise I'hypothese p ^ 11 et p ^ {23, 691}. 

D'autre part, la proposition 2, p. 247 de [20] implique la condition (i). 
En fait, il y est prouve que la restriction de la representation /?a a un sous- 
groupe de decomposition Gp ~ Gal(Qj,/Qj,) en p est de la forme Cq^ g* )• 
De plus, ils prouvent que ei est I'unique caractere non ramifie de Gp tel que 
ei(Probj3) = Ap{F^). Enfin, ils donnent au bas de la page 250 une formule pour 
£2 que nous allons expliciter. Si x : Gp — )■ Z^ est le caractere cyclotomique 
donnant Taction de Gp sur les racines de I'unite d'ordre une puissance de p, 
ecrivons xid) = ^i9)xoi9), avec xid) — 1 (mod p). On a alors 

e2{g) = e-i{g)-'u;{g)'\o{g)-%o{g)], 

ovi[xo{g)]eAc^Zp[[i+pZp]]. 

Alors, il suffit de prendre pour g un element tel que Xoig) = 1 +P (mod p^) 
pour obtenir une serie £2(9) G A de la forme requise par la condition (ii). 

Enfin, en vertu de la condition (i), la restriction a I'inertie de la represen- 
tation J)^ est de la forme [ol)- Le determinant de p^ est egale a w^^, son 
image contient done F^ puisque p ^ 1 (mod 11), et le theoreme de densite de 
Cebotarev implique que sa restriction a I'inertie en p est elle-meme surjective, 
d'oii la condition (iii). 

4.4.5. Considerons maintenant la representation 

PA,i : Gal(Q/Q) ^ GL(2, Zp) 

specialisation en poids 1 de /?a- H resulte du theoreme de Mazur et Wiles que 
I'image de cette representation galoisienne contient SL(2,Zp). Ceci entraine 
que /?A,i n'est pas la representation galoisienne associee a une forme modulaire 
classique de poids 1, puisque celles-ci sont d'image finie (cf. [4]). 
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En particulier, la specialisation en poids 1 de la forme modulaire A-adique 
Fa n'est pas le developpement de Fourier d'une forme modulaire classique de 
poids 1. 

Dans certains cas, la situation est encore plus etrange : 

Proposition 4.4.6. — St p G {13, 17, 19}, la restriction a un groupe de 
decomposition en p de la representation p-adique /?a,i n'est pas de Hodge-Tate. 

Demonstration. — En effet, si elle etait de Hodge-Tate, la forme de la res- 
triction de /?A a I'inertie Ip montre qu'elle serait de poids (0,0). D'apres un 
theoreme de Sen [22], I'inertie agirait a travers un quotient fini. Or, la des- 
cription de la restriction de /?a au sous-groupe de decomposition en p montre 
que la restriction au sous-groupe d'inertie de Gal(Qp/Qp((p)) est unipotente. 
Si I'inertie agit a travers un quotient fini, cela implique ainsi que la restric- 
tion de la representation /?a a Gal(Q/Q((j3)) est non ramifiee. Autrement dit, 
/?A,i fournit une extension infinie non ramifiee de Q(Cp)- Comme un theoreme 
d'Odlyzko borne le degre d'une telle extension si p ^ 19, nous avons etabli une 
contradiction. D 



5. Formes modulaires surconvergentes 

5.1. Motivation classique : la conjecture de Gouvea-Mazur 

Soit N ^ 1 Ma entier premier a p. 

Definition 5.1.1. — La pente d'une forme modulaire propre pour ri(A'^j;) a 
coefficients dans Cp est par definition la valuation p-adique de la valeur propre 
de Up, normalisee par v{p) = 1. 

Ainsi, les formes modulaires de pente nulle sont celles que nous avons appe- 
lees ordinaires. 

Notons uj : (Z/pZ)^ — )■ Z^ le caractere de Teichmiiller. 

Definition 5.1.2. — Soient a G Q, A; ^ 2 et e un caractere de (Z/pZ)^. Alors, 
d{k, a, e) est la dimension du Cp-espace vectoriel engendre par les formes mo- 
dulaires de poids k, de niveau Np, de caractere euj~'', propres et de pente 
a. 

Lorsque o; = 0, la structure de I'algebre de Hecke p-adique ordinaire etablie 
par Hida montre que d(A;,0,e) est independante du poids k. Cela motive, si 
Ton veut, la conjecture suivante, due a Gouvea et Mazur : 
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Conjecture 5.1.3 (Gouvea-Mazur) . — Soit a G Q; soient k et k' deux 
entiers > a + 1. Alors, pour tout caractere e, si \k — k'\ < p~", 

d{k, a, e) = d{k' , a, e). 

En outre, si ces dimensions valent 1, les developpements de Fourier des 
uniques formes modulaires normalisees de poids k et k' , caractere s et pente a 
sont egaux modulo p{k' — k). 

Wan et Buzzard ont etabli une forme affabilie de la premiere partie de cette 
conjecture, ou p^" est remplace par p^^" +Ba+c pg^j. certaines constantes ne 
dependant que de A?" et p (avec j4 > 0). Sous I'hypothese que cette congruence 
plus forte est verifiee, la seconde partie est un theoreme de Coleman [3]. 

Une idee naturelle est de considerer les espaces de formes modulaires de 
poids k «en famille» et de deduire de proprietes de continuite p-adique de 
I'operateur U la continuite requise pour les dimensions ou les vecteurs propres. 

Une telle approche est sans espoir sur I'espace des formes modulaires p- 
adiques introduit aux paragraphes precedents. En effet, si A I'anneau des en- 
tiers d'une extension finie de Q^, tout element A G ^ tel que |A| < 1 est 
valeur propre de I'operateur U sur I'espace des formes modulaires p-adiques de 
poids k a coefficients dans A, I'espace propre correspondant etant de dimension 
infinie : 

Proposition 5.1.4. — On a une decomposition 

3#^ {N;A) =lm Frob © ker U, 

le noyau de U est de dimension infinie et pour tout A dans I'ideal maximal de 
A, ker U et ker(C/ — A) sont topologiquement isomorphes. 

Idee de la preuve. — On etablit sur les developpement de Fourier la relation 

{¥Toh{f)g)\U = f{g\U) 

pour tout couple (/, 5) d'elements de W(A''; A). On en deduit une suite exacte, 
dans laquelle .J^ki^'-,^) est note ^ : 

r\ ~~7/ Frob —rp 1— Frobot/ —rp U —7; „ 

Ainsi, ker U est egal au conoyau de Prob : ^ — )■ ^, lequel est de dimension 
infinie. 

D'autre part, si /o G kerC/ et si A G j4 verifie |A| < 1, la serie 

A = /o + A Frob(/o) + A2 Prob2(/o) + • • • 
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converge dans .M et verifie 

h\U = h\U + AFrob(/o)|C/ + A^ Frob2(/o)|[/ + • • • 

= + A/o + A2 Frob(/o) + • • • = A/^. 

D 

Ainsi, pour avoir une bonne theorie spectrale, il faut imposer des conditions 
supplement aires sur les formes modulaires p-adiques. II faut en particulier evi- 
ter de pouvoir appliquer indefiniment I'operateur Prob a nos nouvelles formes 
modulaires. La condition convenable, introduite par Dwork dans [5], consiste 
a imposer que la forme modulaire p-adique, a priori evaluable aux courbes 
elliptiques ordinaires, se prolonge aux courbes elliptiques «pas trop» super- 
singulieres. 

5.2. Definition des formes modulaires surconvergentes 

5.2.1. Rappels sur I'invariant de Hasse. — Sur une courbe elliptique E/R, 
R etant une Fp-algebre, le morphisme de Probenius absolu Fabs : E ^ E 
induit un endomorphisme p-lineaire de H^{E, ^e) = oj^ ■ Si rj est une base de 
H\E, ^e), F*^,^{Xr]) = XPF*{r]), si bien que 

est un element bien defini de co^ . C'est I'invariant de Hasse de E/S. II 
definit une forme modulaire H de poids p — 1 et de niveau 1. Un calcul sur la 
courbe de Tate, dti a Deligne, montre que le developpement de Fourier de H 
est egal a 1. 

Soit d'autre part Ep^i la serie d'Eisenstein de niveau 1 et de poids p — 1 
dont le developpement de Fourier est 

Modulo p, ce g-developpement se reduit a 1. Le fait que H et £'p-i aient memes 
developpement de Fourier implique, en vertu du principe de g-developpement, 
que H = Ep^i (mod p). 

Definition 5.2.2. — Soient A un anneau p-adique, N ^ 1 un entier premier a 
p et A; un entier. Soit aussi r ^ A. 

Une forme modulaire p-adique de niveau N, de poids k et de condition 
de croissance r a coefficients dans A est une regie qui associe a tout triplet 
{E/B,i,Y) forme d'une courbe elliptique E sur une ^-algebre B, d'une struc- 
ture ri(iV)^"*'^ i : ^N ^ E[N] sur E/B et d'une section Y G ojf^~^^ telle 
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que Y ■ Ep^i{E/B) = r, un element f{E/B,i,Y) G wf*^ ne dependant que de 
la classe d'isomorphisme du triplet {E/B,i,Y) et de formation compatible au 
changement de base. 

5.2.3. On pent evaluer une telle forme modulaire sur la courbe de Tate 

(Tate(g)M(((/)),ica„,>^ca„), 

ou 

ycan = r-^p_i(Tate(g))-i, 

ce qui a un sens car la reduction modulo p de la courbe de Tate etant ordinaire, 
£'p_i(Tate(g)) est une base de i^^^^t y On en deduit un developpement de 
Fourier dans A{{q)). 

Nous noterons Mi:(N,r;A) le -B-modules des telles formes modulaires p- 
adiques dont le developpement de Fourier appartient a A[[q]] et Sk{N,r;A) le 
sous-S-modules de celles — dites paraboliques — dont le developpement de 
Fourier appartient a (?^[[(?]]- Pour r = 1, on obtient les espaces ^ki^]^) et 
S^k{N]A) etudies auparavant. Si r n'est pas une unite, les formes modulaires 
p-adiques correspondantes seront dites surconvergentes. 

Si r2 = rri, on dispose d'une application naturelle 

Mk{N,r2;A) -^ Mk{n,ri;A) 

en associant a une forme r2 de condition de croissance r2 la forme /i definie 
par fi{E/B,i,Y) = f2{E/B,i,rY) dont la condition de croissance est ri. 

5.2.4. Interpretation rigide-analytique. — Supposons N ^ 3 dans ce para- 
graphe. Notons A = W{Fp) et considerons la courbe modulaire Xi{N)a, que 
nous noterons X pour simplifier, qui classifie les courbes elliptiques E munies 
d'une injection de hn dans E[N]. Dans sa reduction modulo p, Xp-, il y a 
un nombre fini, disons s, de points correspondant a des courbes elliptiques 
supersingulieres : xi, . . . ,Xs- Pour tout i, choisissons une coordonnee locale ij 
de X au voisinage de Xi, de sorte que I'anneau local complete de X en afj est 
isomorphe a ^[[ij]]. Cela identifie pour tout i I'ensemble des points de X{Cp) 
dont la reduction modulo p est Xi au disque ouvert de rayon 1 dans Cp defini 
par \t\p < 1. 

Si on regarde X{Cp) comme espace analytique p-adique (rigide), il est loi- 
sible de lui oter ces « disques supersinguliers » . On obtient alors un espace 
analytique rigide Xi. Mais on pent enlever des disques plus petits, a savoir 
ceux definis par I'inegalite \ti\ < r, pour r G p^. On obtient alors un autre 
espace analytique rigide Xj. qui contient Xi. 
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De plus, sur X{Cp), on dispose d'un faisceau lj, qui est en quelque sorte 
I'analytifie du faisceau correspondant sur X. 

La comparaison des points de vues geometrie formelle et geometrie rigide 
montre qu'apres tensorisation par Q^, I'espace Mk{N,r;A) des formes modu- 
laires de poids k, de niveau N et de condition de croissance r s'identifie aux 
sections (pour la geometrie analytique rigide) de w®^ sur X^. 

5.3. Bases de Banach 

Katz a determine dans [12] la structure de ces espaces de formes modulaires 
p-adiques avec condition de croissance. On a en effet le resultat : 

Proposition 5.3.1. — Soit N un entier ^ 3 et k ^ 1. Si k = 1, on suppose 
de plus N ^ 11. Soit A un anneau p-adique et r ^ A un element non diviseur 
de zero. On a alors un isomorphisme 




k{N, r; ^) ~ Ijm m3 .^k+jip-i){N; A) ^a {A/p"A) / (E^., - r). 



Cette proposition est la clef d'une interpretation plus explicite des formes 
modulaires avec condition de croissance en termes de formes modulaires clas- 
siques. Dans toute la suite de ce paragraphe § 5, nous ferons I'hypothese que 
N ^ 3 et k ^ 1, et que si A; = 1, alors N ^ 11. 

5.3.2. Katz prouve tout d'abord que pour tons A; et a ^ 0, I'homomorphisme 
injectif induit par la multiplication par E'^-i 

admet une section. Choisissons alors pour tout k une telle section une fois pour 
toute, et notons Bk{N, a + 1; Zp) son image. On a ainsi pour tout a ^ une 
somme direct e 

^k+io^+i)(p-i){N; Zp) ~ £'p_i^;,+„(p_i)(A^; Zp) ®Bk{N,a + l; Zp). 

Notons Bk{N, a + 1;A) = Bk{N, a + 1; Zp) ® ^, on a alors un isomorphisme 

j J J 

BkiN, a; A) ~ ,Jfk+jip-i){N; A), ^ 6, ^ ^ E^Z'^ba. 

5.3.3. Notons B'i!^{N; A) le sous-^-module de Y{^ Bk{N, a; A) forme des suites 
(ba) telles que ba tend vers pour la topologie p-adique lorsque o; — )■ oo, c'est- 
a-dire telles qu'il existe une suite d'entiers (n^) tendant vers +oo tels que 
ba G p'^°'Bk{N, a; A). C'est un j4-module complet pour la topologie p-adique. 
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Proposition 5.3.4. — L'inclusion naturelle de B"^{N;A) dans le complete 
p-adique de ^^^k(N;A) induit un isomorphisme 

oo oo 

Bl'0{N; A) ^ Mk{N, r;A), J^^a^Yl ^"^«^p-"i' 

cette derniere expression etant la forme modulaire avec condition de croissance 
r dont la valeur sur le triplet {El A, «, Y) est donnee par la serie convergente 

oo 

Y,baiE/A,i)Y^. 

COROLLAIRE 5.3.5. — Supposons que r2 = rri et que r2 n' est pas diviseur de 
dans A. Alors, I'homomorphisme naturel Mk(N,r2;A) — )■ Mk(N,ri;A) est 
injectif, et s'exprime dans Bj,^^{N]A) par I'application 



oo 



Ce resultat a plusieurs consequences importantes. La premiere est le fait 
que le principe de g-developpement reste valide pour les formes modulaires 
avec condition de croissance (sur un anneau sans p-torsion). De plus, avec la 
condition de croissance donnee par r = 1, une forme modulaire p-adique est 
divisible par une puissance de p si et seulement si son developpement de Fourier 
Test. 

D'autre part, il permet de donner un critere sur le developpement d'une 
forme modulaire p-adique image de ^ 6^ G S^'^ pour que cette forme soit 
surconvergente avec condition de croissance r : il faut et il sufRt que pour tout 
a, r" divise ba dans ^k+a{p-i)i^'7 ^) ■ 

II en decoule aussi le resultat fondamental : 

COROLLAiRE 5.3.6. — Supposons que A est un anneau p-adique de valuation 
discrete de corps des fractions K de caracteristique 0, et soient r, ri et r2 G A, 
r n' etant pas une unite de A, tels que r2 = rri ^ 0. Alors, l'inclusion canonique 

Uk{N,r2;A)(^AK ^Uk{N,ri;A)(^AK 

est un homomorphisme completement continu d'espaces de Banach p-adiques. 

5.4. Operateurs de Hecke 

5.4.1. On dispose d'une action de (Z/NZ)^ sur Mk{N,r; A) qui resulte de 
Taction de (Z/NZ)^ sur la structure ri(7V)^"*'^. 
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Pour les operateurs T{1), avec I ^ p,la theorie est essentiellement la meme 
que celle que nous avons evoquee en 2.3.2. 

La theorie du sous-groupe canonique d'une courbe elliptique pas trop su- 
persinguliere, due a Lubin ([19], voir aussi [12]) montre que I'endomorphisme 
Prob deja etudie se prolonge en un homomorphisme 

-k 



Frob: MkiN,rP;A) -^ r-^Mk(N,r;A) nMkiN,l;A) 



des que \r\ > p 



-i/(p+i) 



Proposition 5.4.2. — SoitK le corps des fractions de A. Si \r\ > p V(p+i)^ 
I 'homomorphisme 

Frob: Mk{N,rP;A)®K ^ Mk{N,r;A)®K 

est fini etale de rang p. 

Ainsi, on pent encore definir I'operateur U comme la trace de Frob definie 
par p, d'ou un homomorphisme que Ton prouve verifier 

U:MkiN,r;A)^-MkiN,rP;A) 



P 



si \r\ >j;-i/(P+i). 



5.4.3. Theorie spectrale. — Supposons que r n'est pas inversible dans A et 
\r\ > p~P/yP~^^>. La proposition precedente et le corollaire 5.3.6 impliquent que 
I'operateur U induit un endomorphisme completement continu de I'espace de 
Banach p-adique des formes modulaires p-adiques surconvergentes de niveau 
N, poids k et condition de croissance r. La theorie spectrale de ces operateurs 
est due a Serre [23] ; ils regroupent a la fois les operateurs compacts (c'est 
presque la definition), d'ou une theorie de Fredholm, et les operateurs a trace 
(car les valeurs propres tendent vers dans K qui est ultrametrique) . 

En particulier, on dispose d'un determinant de Fredholm P{t) = det(l — tU) 
qui est un element de K[[t]] qui converge pour tout t E K et tel que A 7^ est 
une valeur propre de U si et seulement si P(l/A) = 0, la dimension de I'espace 
caracteristique associe etant precisement la multiplicite de A^^ comme racine 
de P. Ainsi, apres tensorisation par K, les formes modulaires p-adiques (avec 
condition de croissance r ^ A^) de pente a G Q forment un K-espace vectoriel 
de dimension finie. C'est cette dimension dont Wan prouve la continuite p- 
adique, laquelle, jointe au resultat suivant, implique la forme affaiblie de la 
conjecture de Gouvea-Mazur. 
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Theoreme 5.4.4 (Coleman, [2]). — Toute forme modulaire p-adique surcon- 
vergente de poids k dont la pente est < k — 1 est classique. 

II convient de remarquer qu'une forme classique de poids k a une pente 
^ k — 1. II suffit en effet de le faire pour une forme / propre pour les operateurs 
de Hecke et de caractere s. Alors, si Ai et A2 sont les racines de I'equation 



les deux formes 



X^-a,{f)X + e{p)p''-'=0, 



h=f-Mf\V et /2 = /-Ai/|F 



sont propres pour Up avec valeurs propres Ai et A2. La somme des pentes etant 
k — 1, chacune a une pente ^k — 1. 

5.4.5. Retour sur I'ordinarite. — La theorie precedente s'applique aux formes 
modulaires p-adiques ordinaire. Elle implique qu'elles sont surconvergentes, 
avec la condition de croissance r tel que \r\ = p^p'(P+^) . De toutes fagons, la 
theorie de Hida implique que les formes modulaires p-adiques ordinaires sont 
des formes modulaires classiques, ce qui est le cas de pente du theoreme 
precedent. 

Epilogue : le theoreme de Buzzard— Taylor 

Je ne peux terminer ce texte sans evoquer un resultat recent de Buzzard et 
Taylor [1] dans lequel ils construisent une forme modulaire de poids 1 a I'aide 
d'a peu pres toutes les notions que nous avons abordees, et encore d'autres. . . 

Theoreme A.l (Buzzard-Taylor). — Soientp^ 5 et K une extension finie 
de Qp ; notons A I'anneau des entiers de K et p I'ideal maximal de A. Soit 
p : Gal(Q/Q) — )■ GL{2,A) une representation continue verifiant les conditions 
suivantes : 

i) p n'est ramifiee qu'en un nombre fini de places ; 

ii) la reduction de p modulo p est absolument irreductible et modulaire ; 

iii) p est non ramifiee a p et p(Fiohp) a des valeurs propres a et j3 distinctes 
modulo p. 

Alors, p est modulaire : il existe une forme modulaire classique de poids 1, 
propre et parabolique, f = 'Ylam{f)<f^, un plongement du corps Q{amif)) 
dans K tel que pour presque tout nombre premier i, ai(f) = tr/?(Prob^). 
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A. 2. Ce resultat a deux consequences immediates. Tout d'abord, Timage d'une 
telle representation p est finie, ainsi que le predit une conjecture de Fontaine 
et Mazur. En effet, Deligne et Serre [4] ont prouve que les representations 
galoisiennes associees aux formes de poids 1 sont uniques et d'image finie. 

D'autre part, pour tout plongement de K dans C, la fonction L d'Artin 
associee a p est entiere, puisque c'est le cas pour les fonctions L des formes 
modulaires de poids 1. 

A. 3. Tachons de donner les grandes lignes de la demonstration. 

lis montrent tout d'abord I'existence de deux formes modulaires modulo p, 
fa ^t //3' d^ poids 2 et de niveau Np {N etant un certain entier premier a p) 
dont la representation galoisienne associee est p modulo p. De plus, f^ et /^ 
sont propres, la valeur propre de U etant respectivement a et /3 (modulo p). 

Les theoremes de Wiles, Taylor-Wiles et Diamond impliquent alors qu'il 
existe deux formes A-adiques F^ et Fp de niveau N relevant respectivement 
fa ^t f 13 dont les representations galoisiennes associees se specialisent sur p en 
poids 1. (Remarquer qu'un relevement de f^ ou /^ en une forme de poids 2 
sera ordinaire, done s'etendra en une forme modulaire A-adique par la theorie 
de Hida.) 

Le probleme est que rien ne garantit que la specialisation de F^ (ou de 
Fjs) en poids k = 1 correspondra a une forme modulaire de poids 1, comme 
I'exemple de Mazur-Wiles le montre. 

Les specialisations /« et fp en poids 1 sont tout de meme des formes modu- 
laires p-adiques. Mieux, comme elles sont ordinaires, elles sont surconvergentes, 
avec une condition de croissance pP'(P~^^' [cf. 5.4.5). 

lis posent alors 



a/a - Pfp ^^ ,1 _ fa 



a — 13 a — 13 



On a /' = /|F, si bien que /' est surconvergente, de condition de croissance 
pi/(p+i). lis arrivent alors a construire une section g sur les disques supersin- 
guliers \ti\p ^ p-^n^+p) a I'aide de /' telle que de plus, f et g coincident sur 
les couronnes p^P'(^~^P' ^ \ti\p ^ p^i/(i+p)^ d'ou une section rigide analytique 
de LJ sur toute la courbe Xi{p)cp- Le theoreme dit «GAGA rigide » implique 
que cette section est en fait algebrique, d'ou la forme modulaire cherchee. 
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